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Vektory a derivácie
Vektor

Derivácia

• Vektor je usporiadaná 𝑛-tica reálnych čísel 
• Je možné ich sčítavať a násobiť skalárom: 

Ak     𝐚 =
𝑎𝑥
𝑎𝑦
⋮

a     𝐛 =
𝑏𝑥
𝑏𝑦
⋮

potom    𝐚 + 𝐛 =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑥
𝑎𝑦 + 𝑏𝑦

⋮

a navyše     𝑘𝐚 =
𝑘𝑎𝑥
𝑘𝑎𝑦
⋮

. 

• Derivácia funkcie 𝑥 v bode 𝑡:  
= sklon dotyčnice ku grafu funkcie 𝑥 v bode 𝑡: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= lim

ℎ→0

𝑥 𝑡 + ℎ − 𝑥 𝑡

ℎ

𝑥

𝑡

𝑥 𝑡
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https://youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab&si=LianWA189NDzh4Ar
https://youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr&si=6sBSH8LmDtp39kDE


Čo je to diferenciálna rovnica?
• Vzťah medzi funkciami 𝑥, 𝑦, … a ich deriváciami

ℱ 𝑥, 𝑦, … ;
𝑑𝑥

𝑑𝑡
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
, … , = 0 

• Štandardný tvar 
𝑑𝐱

𝑑𝑡
= 𝐟 𝑡, 𝐱 ,          𝐱 0 = 𝐱0

kde:

𝐱 =
𝑥
𝑦
⋮

, 𝐟 𝑡, 𝐱 =
𝑓𝑥 𝑡, 𝑥, 𝑦, …

𝑓𝑦 𝑡, 𝑥, 𝑦, …

⋮

,          𝑑𝐱
𝑑𝑡
=

𝑑𝑥/𝑑𝑡
𝑑𝑦/𝑑𝑡
⋮

RIEŠENÍM NIE SÚ ČÍSLA, ALE FUNKCIE:     𝐱 𝑡; 𝐱0
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https://youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDNPOjrT6KVlfJuKtYTftqH6&si=-3182nQpiMOeK_kp


Príklady diferenciálnych rovníc:

Zákon chladnutia

RLC obvody 

Dynamika populácií

• Newtonov II zákon
𝑑

𝑑𝑡

𝐩
𝐱

=
𝐅(𝐱, 𝑡)
𝐩/𝑚

 

• Zákon chladnutia
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑟 𝑇0 − 𝑇  

• RLC obvody 
𝑑2𝐼

𝑑𝑡2
+

𝑅

𝐿

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝐼 = 0 

• Dynamika populácií
𝑑

𝑑𝑡

𝑥
𝑦 =

𝛼𝑥 − 𝛽𝑥𝑦
−𝛾𝑦 + 𝛿𝑥𝑦

 

• A nespočet ďalších…

𝑑2𝒙

𝑑𝑡2
= 𝐚 =

1

𝑚
𝐅 𝐱  
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https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_law_of_cooling
https://en.wikipedia.org/wiki/RLC_circuit
https://en.wikipedia.org/wiki/Lotka–Volterra_equations


Ako numericky derivovať?  
• Z definície: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= lim

ℎ→0

𝑥 𝑡+ℎ −𝑥 𝑡

ℎ
≈

𝑥 𝑡+ℎ −𝑥 𝑡

ℎ

• Čo teda hovorí diferenciálna rovnica v štandardnom tvare? 

𝐱 𝑡 + ℎ − 𝐱 𝑡

ℎ
≈ 𝐟 𝐱, 𝑡

Dostatočne malé ℎ: 
ℎ ≪ 1 
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Eulerova metóda: 
𝐱 𝑡 + ℎ − 𝐱 𝑡

ℎ
≈ 𝐟 𝐱, 𝑡

• Upravme ju na tvar
𝐱 𝑡 + ℎ ≈ 𝐱 𝑡 + ℎ𝐟 𝐱, 𝑡

• Zadefinujme 𝐱𝑛 ≈ 𝐱 ℎ𝑛 podľa vzťahu

𝐱𝑛+1 = 𝐱𝑛 + ℎ𝐟 𝐱𝑛, 𝑡

EXPLICITNÁ EULEROVA METÓDA
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https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_method


Príklad:

• Diferenciálna rovnica
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = 0,     𝑥 0 = 1 

• Identifikuj 𝑓 𝑥
𝑓 𝑥 = −𝑥 

• Eulerova metóda
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑓 𝑥𝑛  

• Dosadiť za 𝑓 𝑥𝑛 a uplatni počiatočnú podmienku
𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − ℎ𝑥𝑛,     𝑥0 = 1
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Jednoduchá implementácia v Exceli

Časový krok:     ℎ = 0.1

Počiatočná 
podmienka:      𝑥0 = 1

Číslo kroku:     𝑛

Čas:     𝑡 = 𝑛ℎ

Riešenie:  𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − ℎ 𝑥𝑛−1
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Jednoduchá implementácia v Exceli

= B7 * $C$2

Časový krok:     ℎ = 0.1

Číslo kroku:     𝑛
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Jednoduchá implementácia v Exceli

= D6 + $C$2 * (-D6)

Riešenie:
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + ℎ (−𝑥𝑛−1)
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Jednoduchá implementácia v Exceli
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Implementácia v Pythone
import numpy as np          # Knižnica numpy

N = 100                     # Počet krokov 
h = 0.1                     # Časový krok

x = np.zeros(N)             # Pole s num. riešením

def f(x):                   # Zadefinuj funkciu f(x)
 return -x

x[0] = 1                    # Počiatočná podmienka

for i in range(N-1):        # Iteruj N krokov Eulerovej metódy
 x[i+1] = x[i] + h*f(x[i])
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Konvergencia, rád a stabilita

Numerická metóda je…

• konzistentná ak lim
ℎ→0

𝛕ℎ(𝐱0)

ℎ
= 0. 

• konvergentná ak so zmenšujúcim sa krokom ℎ sa 
numerické riešenie približuje exaktnému riešeniu.  

• rádu 𝑝 ak je lokálna chyba 
𝛕ℎ 𝐱0 = 𝒪 ℎ𝑝+1 .

...potom sa dá ukázať 𝐞𝑛ℎ(𝐱0) = 𝒪 ℎ𝑝 .

• stabilná ak je rast chyby potláčaný. 

𝛕ℎ(𝐱0) = 𝐱1;𝐱0 − 𝐱 ℎ; 𝐱0 Lokálna chyba

𝒪 ℎ𝑝  znamená, že pre 
ℎ ≪ 1 bude chyba 

rásť úmerne s ℎ𝑝.

𝐞𝑁
ℎ (𝐱0) = 𝐱𝑁;𝐱0 − 𝐱 ℎ𝑁; 𝐱0 Globálna chyba
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https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_methods_for_ordinary_differential_equations
https://en.wikipedia.org/wiki/Truncation_error_(numerical_integration)


Explicitné a implicitné metódy
Explicitná Eulerova metóda:

Implicitná Eulerova metóda:

hľadanie pevného bodu iteráciou

scipy.optimize.fsolve

• Explicitná Eulerova metóda: 
𝐱𝑛+1 = 𝐱𝑛 + ℎ𝐟 𝐱𝑛, 𝑡

• Implicitná Eulerova metóda: 
𝐱𝑛+1 = 𝐱𝑛 + ℎ𝐟 𝐱𝑛+1, 𝑡

• Je nutné riešiť rovnice pre 𝐱𝑛+1
• Pomáha so stabilitou

Jednoduché spôsoby riešenia rovníc tohoto druhu: 
• hľadanie pevného bodu iteráciou
• scipy.optimize.fsolve
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https://en.wikipedia.org/wiki/Explicit_and_implicit_methods
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Backward_Euler_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Fixed-point_iteration
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.fsolve.html


Harmonický oscilátor
Pohybová rovnica
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑥, 

sa dá napísať ako 
𝑑

𝑑𝑡

𝑥
𝑝 =

𝑝
−𝑥

.

Platí: 
1

2
𝑥2 +

1

2
𝑝2 = 𝐸.
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Lepšie numerické metódy
• Pre všeobecné problémy:

• Runge-Kutta metódy rádu 4, 5, …
• Metódy s adaptívnym krokom
• BDF metódy

• Pre pohybové rovnice
• Verletova metóda

(Symplekticá pre Hamiltonovské rovnice!)
• Implicitná metóda stredného bodu

(Najprv treba napísať rovnice v Hamiltonovskom tvare!)

• Pre problémy so zákonom zachovania 
• Projektívne metódy
• Metóda diskrétnych gradientov  
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https://en.wikipedia.org/wiki/Runge–Kutta_methods
https://en.wikipedia.org/wiki/Adaptive_step_size
https://en.wikipedia.org/wiki/Backward_differentiation_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Verlet_integration
https://en.wikipedia.org/wiki/Symplectic_integrator
https://en.wikipedia.org/wiki/Midpoint_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Hamiltonian_mechanics
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1751-8113/41/4/045206/meta


Knižnica scipy v Pythone
• scipy.integrate.solve_ivp
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.solve_ivp.html


Rady a varovania 
• Najprvy sa zamysli! 

• Hľadaj analytické riešenia
• Fixné body
• Linearizácia

• Pracuj s rovnicou v správnom tvare!
• Pozor na nelineárne rovnice
• Pozor na rovnice v neštandardtom tvare

• Pamätaj na hromadenie chýb a rád!
• Skontróluj konvergenciu!

• Zvoľ vhodnú metódu!  
• Znovu sa zamysli!

napríklad:
1

2
𝑚

𝑑𝑥

𝑑𝑡

2
+ 𝑉 𝑥 = 𝐸 
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Priestor na otázky
Ďakujem!
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